
Unit 1. 単一荷電粒子の運動 

 

一様な電磁場中の粒子ドリフト 

粒子の運動方程式 m dv/dt = q(E + v × B) 

一様な磁場のみを考える E = 0, zB ˆB= , zBb ˆB/ˆ ==  （解は磁力線に巻きつく螺旋運動） 

dvx/dt = qvyB / m →  d2vx/dt2 = −(qB/m)2 vx = −ωc
2 vx 

 dvy/dt = − qvxB / m  サイクロトロン運動（ジャイロ運動） 

 dvz/dt = 0 

cyclotron frequency (gyro frequency)  角周波数を単に周波数と呼ぶ 

 ωc ≡ |q|B/m ωce = eB/me 

   ωci = ZieB/mi 

複素表示を用いた解（実部をとる）： 初期値を（vxi, vyi, vzi）, （xi, yi, zi）とすると 

 vx = v⊥ exp(iωct+iδ) 

 vy = ± iv⊥ exp(iωct+iδ)  イオンが上、電子が下の符号（回転方向を表す） 

 vz = vzi 

但し v⊥ = (vxi
2 + vyi

2)1/2,   tan δ =   m vyi / vxi 

これを時間積分して 

 x = xi – i v⊥/ωc [exp(iωct+iδ) − exp(iδ)] 

 y = yi ± v⊥/ωc [exp(iωct+iδ) − exp(iδ)] 

 z = zi + vzit 

Larmor radius (gyro radius) 

 rL ≡ v⊥/ωc 

W⊥ = m v⊥
2/2  を使うと   

v⊥ = (2W⊥/m) 1/2  →  rL = (2mW⊥) 1/2 / |q|B 

ジャイロ周期で平均すると guiding center（ジャイロ運動の中心）の軌跡が求まる。 

 xgc = xi + i v⊥/ωc exp(iδ) x = xgc – i v⊥/ωc exp(iωct+iδ)  

 ygc = yi   m  v⊥/ωc exp(iδ) y = ygc ± v⊥/ωc exp(iωct+iδ) 

 zgc = zi + vzit  z = zgc 

粒子の軌道は guiding centerの運動 + ジャイロ運動で表される。 

ジャイロ運動は反磁性（diamagnetic）方向（磁場を打ち消す方向）。 

 
一様磁場中の荷電粒子の運動 



外力が加わった場合 → guiding centerのドリフト運動 

 m dv/dt = F + qv × B 

定常状態（左辺 = 0）で b̂との外積をとる。 

 q b̂ × (v × B) = F × b̂  

 ( b̂ ⋅ b̂ )v – ( b̂ ⋅v) b̂  = v – v|| b̂ = v⊥ = F × b̂ / qB 

 v⊥ = F × B / qB2 

重力の場合（F = mg） 

 v⊥ = m g × B / qB2  （重力ドリフト） 

電荷、質量に依存 → 電流 → 荷電分離 → 電場 

電場の場合（F = qE） 

 v⊥ = E × B / B2  （E × Bドリフト） 

電荷、質量、速度によらず、全ての粒子が同じ速度で動く → プラズマ全体の流れ 

 

 

非一様磁場中のドリフト 

y方向に弱い勾配のある磁場を考える（磁場勾配のスケール Lが Larmor半径 rLより大きい）。 

粒子に働く力は 

Fy = – qvxBz(y) = – qvx[B0 + y ∂B/∂y] = – qv⊥cos(ωct) [B0 ± rL cos(ωct) ∂B/∂y] 

これをジャイロ周期で平均すると 

 Fy = – qv⊥cos(ωct) [B0 ± rL cos(ωct) ∂B/∂y] 

F y  =   m  qv⊥ rL (∂B/∂y) / 2 

対称性により F x  = 0。 

v⊥ = F × B / qB2 =   m  v⊥ rL (∂B/∂y) / 2B x̂  

一般化すると（W⊥ = mv⊥
2 /2を使って） 

 v⊥ = ± v⊥
2 B × ∇B / 2ωc B2 = W⊥ B × ∇B / qB3  (∇Bドリフト） 

電場および重力による荷電粒子のドリフト運動 



磁力線が曲がっている場合（曲率半径 Rc） 

磁力線に沿って運動している粒子は遠心力を受ける。 

 Fcf = mv||
2 / Rc r̂  = mv||

2 Rc / Rc
2 

これによるドリフトは（W|| = mv||
2 /2を使って） 

 v⊥ = mv||
2 Rc × B / qB2Rc

2 = 2W|| Rc × B / qB2Rc
2  （曲率ドリフト） 

 

磁気モーメントの保存 

z方向に弱い磁場勾配のある場合を考える（磁場勾配のスケールLが Larmor半径 rLより大きい）。 

この場合、サイクロトロン運動に伴う断熱不変量が存在し、 

 J1 = ∫ pθ dqθ = m
0

2π
∫ vθ rdθ = 2πrL mv⊥ = 2π mv⊥

2 / ωc 

ここで mv⊥
2/ωcはサイクロトロン運動をする粒子の角運動量であり、この粒子の持つ磁気モーメ

ントµに比例する。 

 µ = q(ωc/2π) πrL
2 = mv⊥

2 / 2B = W⊥/B 

磁場強度の変化がゆるやかであれば、粒子の guiding centerが磁場に沿って移動する際にµは保存

されるので、垂直エネルギーW⊥ = mv⊥
2 / 2（磁力線に垂直方向の運動エネルギー）は磁場強度に

比例して変化する。磁力線に平行方向の運動エネルギーW|| = mv||
2 / 2は、総運動エネルギーをW

（= const.）として以下の関係を保って変化する。 

 mv||
2 / 2 + µB = W  

これより、µBがWと等しくなった点で、v||はゼロとなり粒子は反射されることがわかる。 

磁場に沿った方向に粒子が受ける力は、sを磁力線方向の位置ベクトルとし時間微分すると 

 mv|| ⋅ dv||/dt = − µ dB/dt = − µ ∂B/∂s ⋅ ds/dt 

ここで ds/dt = v||なので 

 F|| = m dv||/dt = − µ ∂B/∂s = − µ ∇||B 

 
磁気ミラー    ロスコーン 



この反射を用いた閉じ込め方式を磁気ミラーと呼ぶ。しかし mv||
2 / 2（B = Bminでの値）が、µ(Bmax 

− Bmin)より大きい粒子は反射されない。 

 tan θ = v⊥ / v|| 

で定義される角をピッチ角（pitch angle）と呼ぶが、ピッチ角が以下で定義されるθmより小さい

粒子は反射されず損失する。この領域を loss coneと呼ぶ。 

 tan θm = [Bmin / (Bmax − Bmin)]1/2 

 

 

縦方向の保存量 

ミラー磁場に捕捉されている粒子の guiding centerは、磁場に沿った周期運動をする。ドリフト

により反射点は変化しうるが、軸対象性からのずれが小さければ粒子の g. c.は準周期運動をし、 

 J = m∫ v||ds 

は保存される。ここで ds は磁力線に沿った距離で、積分は一周期にわたって行う。これを縦の

断熱不変量（または第二の断熱不変量）と呼ぶ。 

 

 

時間変化のある電磁場中のドリフト 

ω0で振動する電場 E(t) = E0 cosω0tを考える。磁場が無い場合の粒子速度、位置は v(t) = v0 + ∆v(t), 

r(t) = r0 + v0 t + ∆r(t)と表され、 

 ∆v(t) = q/(mω0) E0sinω0t,  ∆r(t) = − q/(mω0
2) E0cosω0t 

粒子の運動は電荷によるため、電子とイオンは逆向きに運動し、振動する電荷および電流をひき

起こす。これを分極ドリフト（polarization drift）と呼ぶ。 

 

地球の双極子磁場中の荷電粒子の運動 



ẑ方向の磁場 B がある場合を考える。磁場に平行方向の運動は磁場の影響を受けないので、垂

直方向の運動のみを考える。磁場に垂直方向の電場 E⊥を x̂軸方向にとると、E⊥ = x̂ E0x cos ω0t 

 dvx/dt – Ωvy = q/m E0xcosω0t,  dvy/dt + Ωvx = 0 

この解は、電場の無い場合の解を v⊥0(t)、電場により誘起された項を∆v⊥(t)として、v⊥(t) = v⊥0(t) + 

∆v⊥(t)と書ける。∆v⊥(t)は 

 ∆vx(t) = ∆v x sinω0t,  ∆vy(t) = ∆v y cosω0t 

と表せる。これを運動方程式に代入して（ω0
2 – Ω2 ≠ 0の場合） 

 ∆v x = ω0/(ω0
2 – Ω2) qE0x/m,  ∆v y = Ω/(ω0

2 – Ω2) qE0x/m 

電場に垂直方向のドリフトは E × Bドリフトで 
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と表せ、電場方向のドリフトは分極ドリフトで 
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と表せる。これらはどちらもω0
2 → Ω2に従って無限に大きくなる。これをサイクロトロン共鳴

と言い、粒子は波のエネルギーを効率良く吸収する（詳しくは後述）。 

 

 

Hamiltonian Mapと chaos  (Goldston & Rutherford, Chap. 5) 

J = m∫ v||dsが保存しない場合 

 

双極子磁場 + cos(nθ)の摂動（電場または磁場） 

 

Poincaré plot 

摂動の無い場合 

  θj+1 = θj + θp|r0 + θp′(rj – r0) 

  rj+1 = rj 

摂動の有る場合 

  θj+1 = θj + θp|r0 + θp′(rj – r0) 

  rj+1 = rj + ε cos(nθj+1) 

 



Chirikov-Taylor map (Standard map) 

  ∆ = εnθp′により topologyが決まる。 

    ∆ ≥ 1/4 → separatrix付近で stochastic（ergodic） 

  islandが重なり合い、どちらの islandに属しているかわからなくなる。 

    ∆ ≥ 1 → secondary islandの出現 

 

非 Hamilton系（エネルギーの流入、散逸のある系） 

  dissipative map → attractor 

Chirikov-Taylor mapの例 


